Permutationsgruppen

Jesko Hiittenhain

Winter 2013

Sei N eine endliche Menge. Dann bezeichnen wir mit
Sy = {0 : N — N | o bijektiv}

die symmetrische Gruppe auf N. Fiir n € N sei [n] := {1,...,n}. Wir schrei-
ben auch &, := &,

1 Zykelzerlegung und Signum

Definition 1. Sei N eine endliche Menge und A = {ag,...,ax_1} C N, wobei
2 <k < nund die a; paarweise verschieden seien. Wir bezeichnen mit

o= (apay - ax_1) ()
das Element von Gy, welches definiert ist durch

X ; X EA
o(x) =X a1 ; x=a;miti+1<k
ap ;X =dg_1q.

Wir nennen ¢ dann einen Zykel der Lange k oder auch kurz k-Zykel. Die Zykel
(xy) heiflen Transpositionen. Sie vertauschen lediglich die Elemente x und y.
Wir definieren auierdem () als die Identitdtsabbildung mit leerem Tréger.

Wir nennen allgemein A := {x € N|o(x) # x} den Trédger einer (belie-
bigen) Permutation ¢ € Sy und NY = {x € N|co(x) = x} die Menge der
Fixpunkte von o. o



Lemma 2. Sei N eine endliche Menge. Wenn ¢, 7 € Gy disjunkte Trdger ha-
ben, so gilt com = woo.

Beweis. Sei A C N der Trager von 0 und B C N der Trdger von 7. Sei x € N.
Wenn x weder in A noch in B ist, so ist

Wenn x € A mity = o(x) € A, so sind x,y ¢ B und daher 7r(x) = x und
n(y) = y. Es folgt

Ein dquivalentes Argument zeigt 7t(c(x)) = o(7t(x)) fiir den Fall x € B, somit
gilt dies also fiir jedes x € N. Damit ist Toc = o . |

Satz 3 (Zykelzerlegung). Sei N eine endliche Menge und ¢ € Gy. Dann gibt
es eine eindeutige Partition N = N7 U A; U --- U A, und Zykel o; mit
Trager A;, so dass ¢ = 0y o - - - 0 0. Wir nennen dies die Zykelzerlegung von ¢.

Beweis. Wir diirfen fiir den Beweis davon ausgehen, dass N7 = @: Die Menge
NY ist immer eindeutig durch ¢ bestimmt.

Wir beweisen die Aussage per Induktion nach n := |[N|. Im Fall n = 1 ist
die Aussage trivial, da &y in diesem Fall nur aus dem leeren Zykel besteht.
Sei also |[N| > 1. Wahle x € N und setze x; := ¢'(x) fiir i € N, wobei also
xo = x, dann x; = o(x) und weiter x;,; = o(x;). Da N eine endliche Menge
ist, gibt es j,k € N mit x; = Xjpk. Wir fixieren ein j und wihlen k minimal mit
dieser Eigenschaft. Wir setzen dann 4; := x;;, somit ist o(a;) = a;j,q fur alle
i € N und es gilt o(ay) = ap.

Wir behaupten, dass es keine Indizes 0 < i < j < k mit a; = a; gibt.

Andernfalls wére a;_(j_; = 0¥ (a;) = 0*7I(a;) = ax = ao, doch die strikte

—1i
Ungleichung k — (j — Z) < k widerspricht der Minimalitdt von k. Da ¢ keine
Fixpunkte hat, ist k > 2. Damit haben wir gezeigt, dass A = {ap,..., a1}
eine Menge von k > 2 paarweise verschiedenen Elementen ist, welche von ¢
zyklisch abgebildet werden. Insbesondere gilt 0(A) = A. Sei nun M := N\ 4,
dann ist auch ¢(M) = M, da o bijektiv ist. Die Permutation 77 := |y, ist ei-

ne bijektive Abbildung der kleineren Menge M. Mit 0 := (ap --- ax_1) gilt
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nun ¢ = 0y 07T = 7mogo, letzteres gemdfs Lemma 2. Nach Induktionsvoraus-
setzung ldsst sich 1 € &) eindeutig in Zykel zerlegen, damit ist die Existenz
der Zerlegung bewiesen. Die Zerlegung ist aufSerdem eindeutig, weil die Zy-
kelzerlegung von 7 = o|y und die Zykelzerlegung von 01 = 0|4 eindeutig
sind. |

Korollar 4. Die Gruppe &, wird erzeugt von
(1) den Transpositionen.
(2) den Transpositionen (x — x + 1).
Solche Transpositionen nennen wir auch Nachbarschaftsvertauschungen.

Beweis. Man kann leicht tiberpriifen, dass

(Lll v le) = (Lll [12) O(az 03) O« - o(ak_1 le). (*)

Also folgt 1 aus Satz 3. Es geniigt fiir 2, eine Transposition (x y) als Verkettung
von Nachbarschaftsvertauschungen zu schreiben. Wir nehmen ohne Einschrén-
kung an, dass x < y. Wir fithren Induktion nach y — x. Fiir y — x = 1 sind wir
fertig, sei also z := y — 1 > x. Dann ist

(zy)o(xz)o(zy) = (xy),

und wir konnen nach Induktionsvoraussetzung (x z) als Verkettung von Nach-
barschaftsvertauschungen schreiben. Damit sind wir fertig. |

Definition 5. Wenn ¢ = o7 0--- o0, die Zykelzerlegung von ¢ € &, ist und
0; die Lange yu; hat, so setzen wir (—1)7 := (—1)#1~1... (=1)*~1. Wir nennen
dies das Signum von 0. ®

Definition 6. Sei N eine endliche Menge. Wir bezeichnen mit
(¥) = {KCS N k= K[}

die Menge aller k-elementigen Teilmengen von N. Die Notation stammt daher,
dass fiir n = |N| die Formel | (¥)| = (}) gilt.
Seinun ¢ € &,. Fir {i,j} € (['21]) ist der Ausdruck

o(i) —o(j) _ o) —a(i)

i—j j—i




unabhéngig von der Ordnung der Elemente i und j, daher konnen wir

o(i) —o(j
)= [ “O=0)
{ijych] J
i#]

definieren. Anhand der Definition ist zundchst lediglich sgn(c) € Q, wir wer-

n
2

< 0 gilt. Damit wissen wir bereits, dass

den jedoch spiter sehen, dass sgn(c) € {£1}. Wir nennen {i,j} € (I
o(i)=c(j)
i—j
das Vorzeichen von sgn(c) genau dann negativ ist, wenn es eine ungerade

Anzahl Fehlstiande gibt. )

) einen

Fehlstand von 0 € &,,, wenn

Lemma 7. Fir 0, m € &, gilt sgn(c o ) = sgn(o) - sgn(7m).

Beweis. Wir berechnen

n(oomy— [] 20 =otr(i)
{ij}<ln] '
i#]
_ o(n(i)) —o(n(j)) m(i) —n(j)
= JI O () —
e T o
i#j
(7e(i o(rt(j
oUD) =)
mgu J
i#]
gn(o) - sgn(m).
Die letzte Gleichheit folgt, da {7, j} — {7(i), 7(j)} eine Bijektion auf den zwei-
elementigen Teilmengen ( [g]) — ([g]) definiert. [ ]

Lemma 8. Fiir einen k-Zykel ¢ = (a; - -- a;) € &, gilt sgn(c) = (—1)F1L.

Beweis. Wegen (x) und Lemma 7 geniigt es, fiir eine beliebige Transposition
T = (xy) zu zeigen, dass sgn(7) = —1. Sei M := [n] \ {x,y}. Dann ist

():]J/C_x_nr(i)_’f(x).T(i)_f(y)_ I1 (i) — ()

sgn(T

—y i—x i— i—7

y ieM y {l,]}G(AZ/I) ]
_y—x i—y i—x i—j_y—x_
_x—y ielli—x 1— || — = = 1. [ |

1— X —
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Theorem 9. Fiir 0 € &, ist sgn(c) = (—1)7. Die Abbildung

sgn,: &, — {£1}
c— (—1)7

ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Wegen Satz 3 und Lemma 8 ist sgn(c) = (—1)7. Daraus folgt, dass
sgn(o) € {£1} fur alle 0 € &, und Lemma 7 besagt, dass sgn ein Gruppenho-
momorphismus ist. u

Korollar 10. Sei 0 € G, und k € N die Anzahl der Fehlstinde von ¢. Dann ist
sgn(c) = (—1)k. |

Definition 11. Sei N eine endliche Menge. Wir definieren sgn,;: 6y — {£1}
durch sgny (0) := (—1)7. Diese Abbildung ist gem&fl Theorem 9 ein Gruppen-
homomorphismus. o

Definition 12. Wir definieren die alternierende Gruppe
Ayn = ker(sgny) = {c € 65| (—1)7 =1}.

Wir nennen Permutationen ¢ gerade, wenn (—1) = 1 und ungerade, falls
(—1)7 = —1. Die alternierende Gruppe besteht also aus den geraden Permuta-
tionen. Da die Identitédt gerade ist, bilden die ungeraden Permutationen keine
Untergruppe. o

2 Konjugationswirkung

Wir interessieren uns nun fiir die Kojugationsklassen der Gruppe &y. Dazu
lassen wir Gy auf sich selbst durch Konjugation wirken, wir betrachten also
die Abbildung

n:6N X6y — Gy
(11,0) — o

und fragen uns nach den Bahnen dieser Abbildung. Das Studium einzelner

Zykel hilft uns auch in diesem Fall:



Satz 13. Sei ¢ = (a7 - -- a;) ein k-Zykel und m € Sy eine Permutation. Sei
b; = 1t(a;). Dann ist tor~! = (by - - - by) ebenfalls ein k-Zykel.

Beweis. Es ist sicherlich (ot =1)(b;) = (7o) (a;) = m(ai;1) = biyq1. Sei A =
{ay,...,ar} der Trager von ¢. Wenn dann b € N\ m(A), so ist auch a :=
n1(b) € N\ A. Also ist (morr 1) (b) = (no)(a) = 7t(a) = b. |

Definition 14. Sei ¢ € Gy und ¢ = 0y 0 - - - o 0 die Zykelzerlegung von ¢. Sei
o; ein Zykel der Lange ;. Wir ordnen die y; derart, dass p; > --- > pu, gilt.
Dann ist 4 = (p1, ..., 4r) der Zykeltyp von o. [

Theorem 15. Die Bahnen unter der Konjugationswirkung von Sy auf sich
selbst bestehen aus Permutationen mit gleichem Zykeltyp.

Beweis. Seien ¢,0 € Gy Permutationen mit Zykelzerlegungen ¢ = ¢10...00,
und ¢ = 0y0...00; Wir sortieren die Zykel dabei jeweils absteigend nach
Lénge. Sei jeweils A; der Trdger von ¢; und B; der Triger von g;.

Wenn 1 € Gy eine Permutation mit o1 = 0 ist, so ist

Qlo...ogr:noaon_l

:noalo...oason_l

1

=mooyo(m tom)omo(mon o...o(mor )ogsom?

= (moym Y o...o(mosmY).

Nach Satz 13 ist beides eine Zykelzerlegung von ¢: Da die Trager der o; disjunkt
sind, sind gemaéfs Satz 13 auch die Trdger ihrer Konjugierten disjunkt. Da die
Zykelzerlegung eindeutig ist, gilt ohne Einschrankung r = s und ¢; = mo;r 1.
Erneut nach Satz 13 haben ¢; und o; die gleiche Lange fiir alle 1 < i < r, also
haben ¢ und o gleichen Zykeltyp.

Wir zeigen nun die andere Richtung: Wenn ¢ und ¢ den gleichen Zykeltyp
haben, so is ¥ = s und |NY| = |N¢|. Fixiere einen Index 1 <i < r. Wenn A; =
{ay,...,a;} und B; = {by, ..., by} so nummeriert sind, dass 0; = (a3 ... a;) und
0i = (b1 ... by), so definieren wir die Bijektion p;: A; — B; durch p;(a;) = b;.



Es gibt aufierdem auch eine Bijektion po: N — N¢, insgesamt ergeben diese
Abbildungen eine Bijektion 77 € Gy, mittels 774, = p; und 7|Ne = po, also
Z\{UUA1UA2U"'UAr:1|\f
| | |

Po P1 P2 e pr
L 1 L 1

T
1
NeUBLUB U---UB =N
Nach Satz 13 ist nun o ~! = . ]

Definition 16. Sei G eine Gruppe, im Folgenden meistens eine Untergruppe
der Gy. Wir bezeichnen mit

Zg(o) == {71 €eG ‘ o ! = (7}

den Zentralisator von ¢ in G, also den Stabilisator von ¢ unter der Konjugati-
onswirkung. Wir schreiben Cg(0) := {mon~! | = € G} fiir die Konjugations-
klasse, also die Bahn von ¢ unter der Konjugationswirkung. o

Lemma 17. Sei 0 € &, vom Zykeltyp u = (y1,. .., }tr). Bezeichne die Anzahl
der k-Zykel, die im Zykeltyp von o vorkommen, mit ¢, := |{i € [r] | 4; = k}|.
Dann gilt

n
Zes, (0)] = [ [ et - k.
k=1

1 — . Nach Satz 13 muss dann 7t die Elemente

Beweis. Sei m € &, mit tor™
jedes k-Zykels von ¢ bis auf Indexverschiebung in gleicher Reihenfolge auf
die Elemente eines anderen k-Zykels in ¢ abbilden. Bis auf Permutation der

k-Zykel untereinander gibt es dafiir gerade k Moglichkeiten pro k-Zykel. W

Bemerkung 18. Mit Lemma 17 kann man auch die Grofie der Konjugations-
klasse Cg, (o) von ¢ ausrechnen. Nach der Bahnformel gilt

Ce, (@) - | Zs, ()] = |&n] = n!. °

Satz 19. Sei T eine Transposition in &,,. Fiir jede Permutation o € 2, gilt:
(1) Wenn Zg, (¢) C 2, dann gilt
Zs,(0) = Zy, (0) und Cg, (0) = Cy, (o) U Cy, (toT1).
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(2) Wenn Zg, (o) ¢ 2y, dann gilt
(Zg,(0) : Zg,(0)) =2 und Cg,(0) = Cy, (0).

Beweis. Sei s := sgn |z (5), dann ist Zy, (0) = Zg,(0) N A, = ker(s) und die
universelle Eigenschaft liefert einen Gruppenhomomorphismus ¢, wobei

Es ist ¢ ein Isomorphismus von Zg, () / Zy, (o) auf im(s). Daraus folgt

I'=(Zg, (o) Za,(0)) = [im(s)] € {1,2},

i.e. Zy, (o) ist vom Index 1 oder 2 in Zg, (¢) —je nachdem, ob Zg, (¢) nur gerade
Permutationen enthélt oder nicht. Im Falle I = 1 folgt aus

2-[Co, (@)] - [Zay, (@) = 2+ || = [6n| = |Ce,, (0)] - [Zs, ()],

dass 2 - |Cy,(0)| = |Cg,(0)|. Sei dann © € Cg, (0) \ Cy,(0). Dann ist w7 =
000~ L. Esist ot~! € A, und wir erhalten

(et ) (ter™ (v ) = ozt o (tr 7)o = gug Tt =
also 7w € Cy, (tot™!). Im Fall I = 2 ist |Cy, (¢)| = |Cs, (7)]. |

Beispiel 20. Wir erhalten Tabelle 1 mittels Lemma 17 und Bemerkung 18.

Zykel von o |Zs;(0)] |Ces(0)| ord(c) sgn(o)
(1)(2)(3)(4)(5) | 5'=120 1 1 +1
(12)(3)(4)(5) |3!-2=12 10 2 1
(123)(4)(5) 20:3=6 20 3 11
(1234)(5) 1-4=4 30 4 1
(12345) 0-5=5 24 5 41
(12)(34)(5) 20.22=8 15 2 +1
(123)(45) 3:-2=6 20 3 1

Tabelle 1: Konjugationsklassen von S5
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Wie man sieht, summiert sich die Gesamtzahl der Elemente zu 120 = 5!. Die
Gruppe &5 operiert durch Konjugation auf der normalen Untergruppe 2As.
Diese zerfillt in die obigen G5-Bahnen, die Signum +1 haben. Thre Elemente-
zahl summiert sich zu 60 = % Wir behaupten nun, dass die Informationen in
Tabelle 2 (siehe unten) korrekt sind.

Zykel von o |Za, (0)|  |Cay(0)] ord(c)
(1)(2)(3)(4)(5) 60 1 1
(123)(4)(5) 3 20 3
(12345) 5 12 5
(12354) 5 12 5
(12)(34)(5) 4 15 2

Tabelle 2: Konjugationsklassen von 25

Zunichst ist leicht zu sehen, dass alle 3-Zykel in 25 konjugiert bleiben.
Wenn ¢ € 2s ein 3-Zykel ist, so gibt es ein 77 € &5 mit ro7r~! = (123). Dieses
7T muss zwei Elemente x,y € [n] fest lassen. Wenn 7t ¢ s, so konnen wir 7t
durch 7t o(xy) ersetzen.

Die 5-Zykel liegen zwar in einer S5-Konjugationsklasse, zerfallen in s je-
doch. Fir den Zykel o = (12345) gilt ndmlich Zg (0) = (0) C A5 und wir
erhalten das Ergebnis mit Satz 19.

Schlussendlich bleiben Produkte von zwei disjunkten Transpositionen in 2,
konjugiert. In der Tat vertauscht bereits eine einzelne Transposition mit einer
solchen Permutation und nach Satz 19 folgt die Behauptung. o

Wir zeigen als Anwendung noch, dass die Gruppe 25 keinen echten Nor-
malteiler hat. Die Aussage gilt ebenso fiir alle 2, mit n > 5. Dieses Resultat ist
eine wichtige Zutat fiir den Beweis, dass man polynomielle Gleichungen vom
Grad grofler oder gleich 5 nicht durch ,, Radikale” auflosbar ist.

Theorem 21. Die Gruppe 25 hat keine nichttrivialen Normalteiler.

Beweis. Sei K < 25 ein Normalteiler. Nach dem Satz von Lagrange wissen wir
K|+ (U5 : K) = |As] = 3 = 12 = 60, also muss k := |K| ein Teiler von
60 = 22.3.5 sein. Auferdem ist K normal, d.h. es ist invariant unter der



Konjugationswirkung, insbesondere ist K die Vereinigung von Konjugations-
klassen. Nach Tabelle 2 haben diese jedoch 1, 20, 12, 12 und 15 Elemente. Da
1 € K, muss k die Summe von 1 und beliebig vielen der anderen Zahlen sein.
Keine solche Zahl, bis auf 1 und 60, ist ein Teiler von 60. [ ]
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